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Abstract. We prove a conjecture of Frenkel, Gaitsgory, Kazh- 
dan, Vilonen, related to Fourier coefficients of spherical perverse 
sheaves on the affine Grassmannian associated to a split reductive 
group. 



Introduction 

Soit G un groupe réductif connexe déployé sur un corps fini k = ¥ q . 
Notons O = k[[w]] l'anneau des séries formelles à coefficients dans k et 
F le corps des fractions de O. Soit K = G{0) le sous-groupe compact 
maximal standard de G (F). Pour tout cocaractère dominant À de G, 
il est possible de construire un fc-schéma projectif Q\ dont l'ensemble 
des /c-points est 

Q x (k) = ]l Kw x 'K/K, 

A'<A 

sur lequel agit le groupe K, vu comme un fc-groupe algébrique de di- 
mension infinie, à travers un quotient de type fini. Cette action induit 
une stratification en orbites Q\ = U A / <A Q\> parmi lesquelles <2 A est 
l'orbite ouverte. De plus, les <2a s'organisent en une famille inductive 
dont la limite est le réduit associé à la Grassmannienne affine Q définie 
comme dans [Q, |TT| . 

Le schéma Q\ n'étant pas lisse en général, pour un nombre premier 
£ différent de la caractéristique de k, il est naturel de considérer le 
complexe d'intersection £-adique 

Ax = lC(Q x ,Qi), 

qui est i^-équivariant. La fonction trace de Frobenius associée à ce 
faisceau pervers : 

A A (z) = Tr(Pr g ,(^ A ) a î), 
définie sur l'ensemble des fc-points de Q A , peut être vue comme un 
élément de l'algèbre de Hecke non ramifiée 7i des fonctions à valeurs 
dans Qi, à support compact dans G (F), qui sont invariantes à gauche et 
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à droite par K. Lorsque À parcourt le cône des cocaractères dominants, 
ces fonctions A\ forment une base de T~C. 

Soit G v le groupe défini sur dont la donnée radicielle est duale de 
celle de G. Dans ||27| , Satake a construit un isomorphisme canonique 
entre l'algèbre H et l'algèbre des fonctions régulières sur G v qui sont 
Ad(G v )-invariantes. D'après Lusztig et Kato, voir [ 15] , [ 15 ], la trans- 



formation de Satake de A\ est égale, à un signe près, au caractère de 
V(A), la représentation irréductible de plus haut poids À de G v . Plus 
récemment, Ginzburg [TTJ et Mirkovic, Vilonen [^] ont mis en lumière 



une équivalence tannakienne entre la catégorie des faisceaux pervers 
-fT-équivariants semi-simples sur Q munie d'un produit de convolution 
et la catégorie des représentations algébriques de G v munie du pro- 
duit tensoriel. Le théorème de Lusztig-Kato serait le reflet au niveau 
des objets simples de cette équivalence, via la formule des traces de 



Grothendieck p|. 



Les termes constants ainsi que les coefficients de Fourier des fonctions 
A\ sont remarquablement simples. Soit B = TU un sous-groupe de 
Borel de G et p la demi-somme des racines de T dans Lie(U). D'après 
Lusztig et Kato, l'intégrale terme constant est égale à 

A x (xw u )dx = (-l) 2 ^q M m x {u), 

U(F) 

où m x {v) est la dimension de l'espace de poids v dans ^(A). Par- 
allèlement, pour 9 : U(F) — > un caractère générique, de conducteur 
U(0), Frenkel, Gaitsgory, Kazhdan et Vilonen ont démontré dans [Q, 
que 

/ A x (xw v )9{x) dx = 

JU(F) 

si v 7^ À et 

/ A v {xw v )6{x) dx = (-lfiP^qiP^. 

Ju(F) 

Leur démonstration s'appuie sur la formule explicite de Casselman- 



Shalika des valeurs des fonctions de Whittaker non ramifiées [Q, |5J. 

L'objet principal de notre travail est de démontrer les énoncés géo- 
métriques sous-jacents à ces résultats. Pour tout cocaractère u, il est 
possible de définir un sous-ind- schéma S v C Q tel que 

S v (k) = U(F)w u G(0)/G(0). 

Il s'agit de démontrer que le complexe 

RY c {S v ® k k,A x ) 
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est concentré en degré 2(p, v) et que l'endomorphisme de Frobenius agit 
dans son H 2 ( p '^ comme la multiplication par q^ p,v \ Cet énoncé est dû 
à Mirkovic et Vilonen lorsque le corps de base est C et joue un rôle im- 
portant dans l'équivalence tannakienne mentionnée plus haut. Il peut 
aussi être considéré comme une interprétation géométrique partielle du 
théorème de Lusztig-Kato. 

Lorsque v est dominant, on peut définir un morphisme h : S„ — > G a 
tel que 6(x) = ip(h(x)), où ip : k — > est un caractère additif non 
trivial de k. On démontre que le complexe 

RT c (S u ® k k,A x ®h*C,p) 

est nul si v ^ A. Dans le cas v — À, il est isomorphe à Qt(— (p, v)) 
placé en degré 2{p,u). Cet énoncé était une conjecture de Frenkel, 
Gaitsgory, Kazhdan et Vilonen ||. Comme expliqué dans loc. cit., il 
fournit une démonstration géométrique du théorème de Casselman- 
Shalika. Il pourrait également fournir des résultats pour les groupes 
tordus. 

Voici l'organisation de l'article. Après avoir rappelé, dans la section 
2, des résultats connus sur la Grassmannienne affine, nous énonçons les 
résultats principaux (théorèmes 3.1 et 3.2) dans la section 3. 

La démonstration de ces théorèmes occupe le reste de l'article. Elle 
repose sur l'étude de la géométrie de certaines résolutions, formées à 
partir des variétés Q\ les plus simples, qui correspondent au cas où À 
est minuscule ou quasi- minuscule. Cette stratégie est déjà utilisée dans 
231, où la conjecture de H a été démontrée pour le groupe GL n . 



De façon plus détaillée, dans les sections 4 et 5, nous démontrons 
de façon géométrique deux énoncés (lemmes 4.2 et 5.2) concernant les 
intersections S V C\ Q\, qui sont probablemment bien connus, mais que 
nous n'avons su trouver, sous cette forme, dans la littérature. Le lemme 
5.2 nous permet de démontrer les théorèmes 3.1 et 3.2 dans le cas où 
v et A sont conjugués par un élément du groupe de Weyl. 

Nous signalons, au passage, un énoncé (proposition 4.3) sur les carac- 
téristiques d'Euler-Poincaré Xc(S u nQ\) qui peut être considéré comme 



une interprétation géométrique d'un résultat de Lusztig JÏ9], 6.1]. 

Nous étudions ensuite, dans les sections 6-8, la géométrie des variétés 
Qx dans les cas les plus simples, c.à.d. lorsque À est minuscule (section 
6), ou quasi-minuscule (sections 7 et 8). 

Si À est minuscule, alors Q\ est égal à Q\ et est isomorphe au 
schéma G/ P des sous-groupes de G conjugués à un certain sous-groupe 
parabolique P; de plus, seuls les v conjugués à A interviennent, si bien 
que les énoncés 3.1 et 3.2 découlent dans ce cas du lemme 5.2. 
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Si À est quasi- minuscule, alors le point base de Q est l'unique point 
singulier de Q\. L'ouvert complémentaire de ce point, l'orbite Q\, 
est un fibre en droites au-dessus d'un G/ P. Nous construisons une 
résolution (lemme 7.3) de Q\ par un fibre en droites projectives au- 
dessus de G/P, qui nous permettra de démontrer, dans la section 8, 
les théorèmes 3.1 et 3.2 dans ce cas. 

Dans la section 9, on considère certaines résolutions, qui conduisent à 
des produits de convolution de la forme A^ * ■ ■ ■ * A^ où chaque /ij est 
minuscule ou quasi- minuscule. L'idée essentielle de la démonstration 
est que chaque A\ apparaît comme facteur direct (avec une certaine 
multiplicité) d'un tel produit. Cette assertion est ramenée à un énoncé 
combinatoire, dont nous donnons deux preuves différentes dans la sec- 
tion 10. L'une repose sur un lemme simple sur les systèmes des racines, 
l'autre est basée sur la théorie des représentations et le modèle des 
chemins de Littelmann. 

Armés de la connaissance explicite des cas minuscule et quasi-mi- 
nuscule, et des résultats de la section 9, on peut alors démontrer les 



théorèmes 3.1 et 3.2 en suivant l'argument de p3| . Ceci est le contenu 
de la section 11. 

Nos résultats ont été exposés au séminaire Formes automorphes de 
l'Université Paris 7 en Février 1999, et au Number theory seminar du 
Max Planck Institut fuer Mathematik en Juin 1999. En Juillet 1999, 
Frenkel, Gaitsgory et Vilonen ont annoncé une autre démonstration de 



la conjecture de ||, par une voie différente et indépendante fTÔ[ . 



Pendant la rédaction de ce travail, B.C. Ngô a bénéficié de l'hospita- 
lité du Max Planck Institut fuer Mathematik. Il remercie G. Laumon 
et M. Rapoport pour d'utiles discussions sur le sujet de cet article. 
Nous remercions le rapporteur pour sa lecture attentive du manuscrit. 

1. Notations 

Soit k un corps fini à q éléments et de caractéristique p. Notons 
k sa clôture algébrique. Nous supposons, pour des raisons de com- 
modité, que G est un groupe algébrique semi-simple déployé sur k, la 
généralisation aux groupes réductifs étant évidente. Soient T un tore 
maximal déployé de G, et B, B~ deux sous-groupes de Borel tels que 
B n B~ = T. On note U (resp. U~) le radical unipotent de B (resp. 
B-). On pose g = Lie(C7) et fj = Lie(T). 

On note ( , ) l'accouplement naturel entre X := Hom(T, G m ) et 
X v := Hom(G m ,T). Soient R C X le système de racines associé à 
(G,T), R + (resp i?_) l'ensemble des racines correspondant à B (resp. 
B~) et A = {ai, . . . , a r } l'ensemble des racines simples. Pour tout 
a G -R, on désigne par U a le sous-groupe radiciel de G correspondant 
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à la racine a. Soit R v C X v le système de racines dual muni de 
la bijection R — > R v , a i— » a v . Notons l'ensemble des coracines 
positives. Soit W le groupe de Weyl de (G, T). 

Soit p = (1/2) J2aeR+ a ^ a demi-somme des racines positives. Pour 
toute racine simple a G A, on a (p, ct v ) = 1. 

On note Q w (resp. Q\) le sous-groupe (resp. le sous-monoïde) de 
X v engendré par _R V (resp. R+)- On désigne par le cône des 
cocaractères dominants : 

XI = {X G X v | (a, A) > 0, Va G R+}. 

On considère l'ordre partiel sur AT V défini comme suit : v > v' si et 
seulement si v — v' G Q+. 

On note G v le groupe dual, considéré sur Qi, il est muni des sous- 
groupes T v C B v . Pour tout À G X+, on note 

ÎÎ(A) = G X v | Vw G W, w < A}; 

c'est l'ensemble des poids de T v dans V(A), le G v -module simple, sur 
Q^, de plus haut poids À (voir, par exemple, 0, Chap.VIII, Ex. 7.1] ou 
P, Prop. 23.1]). 

On notera M l'ensemble des éléments minimaux de X^_ \ {0}. 

Lemme 1.1. Soit p G M. On a l'une des alternatives suivantes. 

1. Si (a, fi) G {0, ±1} pour tout a G R, alors fi est un élément 
minimal de X+ et l'on a Q(fi) = W fi. Dans ce cas, on dira que 
fi est un cocaractère minuscule. 

2. Sinon, il existe une unique racine 7 telle que (j,fi) > 2; c'est une 
racine positive maximale, et l'on o/i = 7 v et Q(fi) = W fi U {0}. 
Dans ce cas, on dira que fi est quasi-minuscule. 

Démonstration. Compte-tenu des références citées avant le lemme, la 
première assertion résulte de 0, Chap.VI, Ex. 1.24]. Voyons la seconde. 

Soit 7 G -R tel que (7,/i) > 2. D'après [|, Chap.VI, Ex.1.23] ou 
|Ï3| , Prop. 23.1], fi — 7 V est VT-conjugué à un poids dominant < fi, 
donc à ou fi (puisque fi G M). Or, comme (7,/i) > 2, on voit 
facilement que la norme de fi — j v (relativement à un produit scalaire 
W- in variant) est strictement inférieure à celle de fi. On en déduit que 
fi = 7 V , et que 7 est l'unique racine telle que (7,/i) > 2. Soient R 1 
(resp. R^v) le sous-système de racines irréductible de R (resp. R v ) 
contenant 7 (resp. 7 V ); on dira que les éléments de R^ v de longueur 
minimale sont des coracines courtes. Il est alors bien connu que l'égalité 
f2(7 v ) = U {0} entraîne que 7 est l'unique racine maximale de i? 7 ; 
de façon équivalente, 7 V est l'unique coracine courte dominante de 
{cf. 0, Chap.VIII, 7.22]. □ 
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Remarque. L'usage du mot minuscule est ici plus général que celui 
de , qui se limite au cas où R est irréductible, auquel cas un copoids 
minuscule est nécessairement un copoids fondamental. 

Soient O = k[[w]] l'anneau des séries formelles en une variable vj et 
F = k([w)) son corps des fractions. 

Pour chaque élément v G X v , on note w v G T(F) l'image par le 
cocaractère v, de l'uniformisante w G F x . On rappelle (voir || §3.5] 
et [pï[| ) les décompositions de Cartan et d'Iwasawa 

G(F) = U AeX vG(0)^G(0); 
G(F) = Uuex*U(F)w»G(0). 

Convention. Sauf mention expresse du contraire, quand on parle de 
points de /c-schémas, il s'agira des points à valeurs dans une fc-algèbre 
arbitraire. Par stratification d'un fc-schéma X, on entend la donnée des 
sous-schémas localement fermés X a de X, deux à deux disjoints, tels 
que X = UX a . 



2. La Grassmannienne affine 

Rappelons la construction de la Grassmannienne affine Q, tirée de |2j 
et []Î7| . Comme dans loc. cit., appelons fc-espaces, resp. fc-groupes, les 



faisceaux d'ensembles, resp. de groupes, sur la catégorie des fc-algèbres 
munie de la topologie fidèlement plate et de présentation finie. 

Considérons le fc-groupe LG et son /c-sous-groupe L-°G, qui as- 
socient à chaque fc-algèbre R, le groupe G(R([zu))) et le sous-groupe 
G(-R[[w]]). Ces constructions s'appliquent aussi aux sous-groupes T et 
U de G, à la place de G. 

Il est clair que L-°G est représenté par le schéma en groupes limite 
projective des schémas en groupes de type fini R i— ► G(R[[w]]/ (zu n )). 
Pour définir une structure d'ind-schéma sur LG, choisissons une repré- 
sentation fidèle p : G — > SL(V). Notons L^G(R) l'ensemble des 
g G LG(R) tel que l'ordre des pôles de p(g) et de p(g~ x ) n'excède 
pas N . D'après loc. cit., L^G est représentable par un schéma, et le 
faisceau Q associé au préfaisceau R \— > G(R([zu)))/G(R[[zu}}) est une 
limite inductive de schémas projectifs = L^ N 'G/L-°G. 

Notons L^°G le fc-groupe R h-> G(R[vj- 1 }) et L <0 G le noyau du 
morphisme L-°G — > G défini par w~ l i— > 0. Ce sont des /c-sous-groupes 
de LG. 

D'après [0, Prop. 1.11] et |Ï7|, Prop. 4.6], on a alors le lemme 
suivant. Dans loc. cit., G est supposé simplement connexe et k — C, 
mais la démonstration s'étend général. Ce résultat découle aussi 



d'un théorème de Ramanathan [EH . 
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Lemme 2.1. Le morphisme de multiplication 

L <0 G x L-°G -> LG 
est une immersion ouverte. 

Identifions L <0 G à l'ouvert L <0 Ge , où e désigne le point base de Q. 
La Grassmannienne affine Q est recouverte par les ouverts translatés 
gL <0 Geo au-dessus desquels la fibration LG —>■ Q est triviale. Ces 
ouverts trivialisants sont utiles pour étudier de manière plus explicite 
la géométrie locale de Q. Par exemple, L <0 G n'est pas réduit en général 
si bien que Q ne l'est pas non plus. 

Le groupe L-°G agit naturellement sur Q. Pour tout À G X v , notons 
e\ le point zu x e de Q. Pour À G X+, notons Q\ l'orbite de L-°G 
passant par e\. Notons <2a l'adhérence de Q\. Introduisons aussi les 
sous-groupes L- X G := w x L^Gw- x et L <X G := w x L <0 Gw- x . 

Notons J l'image inverse du radical unipotent U de B par l'homo- 
morphisme L-°G — > G défini par w ^ ; c'est une limite projective 
de groupes unipotents. Posons J- x = J n L- X G et J x = J n L <X G. 

Quelques soient a G R et i G Z, on désigne par t/^ l'image de 
l'homomorphisme G a — > LG défini par x ^ U a {vj l x). La multiplica- 
tion définit un isomorphisme 

(a,\)-l 

n n Uct^j* 

(en choisissant un ordre total sur l'ensemble des facteurs). En partic- 
ulier, J x est isomorphe à l'espace affine de dimension 2(p, À). 

Lemme 2.2. Le morphisme naturel J x — > Q\ défini par j > je\ est 

une immersion ouverte. 

Démonstration. Il est clair que la multiplication induit un isomorphisme 
J A x J- x — > J. Il est aussi clair que la multiplication induit une 
immersion ouverte J x B~ — > L-°G. Par ailleurs, J- A et 5~ sont des 
sous-groupes de L- X G qui fixent e^. Le lemme s'en déduit. □ 

Il résulte du lemme que l'orbite Qa est lisse, irréductible et de di- 
mension 2{p, À). Elle est incluse dans un Q( N > pour N G N assez grand 
si bien que son adhérence Q\ est un schéma projectif, irréductible et 
stable par l'action de L-°G. Il est bien connu, voir |T^, §11], que Q\ 
est la réunion des orbites Qy avec À' < À. En particulier, si /i G 
est nul ou bien minuscule, l'orbite <2 M est un schéma projectif lisse. 

Notons L >0 G le noyau de l'homomorphisme L-°G — > G; c'est une 
limite projective de groupes unipotents. Il est clair que pour tout 
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À G le morphisme 

(L >0 G n L- X G) x (L >0 C7 n L <X G) -> L >Q G 
est un isomorphisme et que 

(a,A)-l 

l >o g n l <a g = n n U a>i . 

a€R+,(a,X)>l i=l 

Soit P\ le sous-groupe parabolique de G engendré par P~ et par les 
sous-groupes radiciels U a avec (a, À) = 0. Le groupe de Weyl de P\ 
est égal au stabilisateur W\ de À. Notons U"£ le radical unipotent du 
parabolique opposé à P\. Il est clair que P\ C L- X G et que J x = 
U+ x (L >0 G7nL <A G). 

Lemme 2.3. On a 

n L^ A C7 = P A x (£ >0 G n L- A C7). 

Pn particulier, le groupe L-°G D L- X G est géométriquement connexe, 
et l'on a G n L- X G = P A . 

Démonstration. Il suffit de démontrer que le morphisme de multiplica- 
tion 

(L >0 G n L- X G) x P x -> n L- X G 

est un isomorphisme. 

Soit (7 un point de L-°G qui s'écrit sous la forme g = g + g~uwp où 
G (L >0 C7 n Z^ A C7), où <T G (L >0 C7 n L <X G), où u G ([/ n wU^w' 1 ), 
où p G P\ et où io est de longueur minimale dans sa classe wW\. 

Supposons que g G L- X G. Puisque g + et p appartiennent déjà à ce 
groupe, il en est de même de g~uw. On a donc 

vj- x g-uww x = (w- x g-uw x )w wX - x w G 

Puisque w appartient à L-°G, g~u appartient à LU et w wX ~ x G LT 
et compte tenu de la décompostion d'Iwahori || 3.5], w~ x g~uw x et 
w w\-\ appartiennent, tous les deux, à L-°G. Par ailleurs, w wX ~ x ap- 
partient à L-°G si et seulement si wX = À. Comme w est de longueur 
minimale dans sa classe wW\, il vient w = 1. Donc, on a m G U^ . 
Compte tenu de la décomposition J x = U£ x (L >0 GnL <A G f ) et du fait 
que J x n = {1}, on obtient g~ = 1 et u = 1. □ 

Soit £ un nombre premier différent de la caractéristique de k. Pour 
tout À G X+, notons A\ le complexe d'intersection £-adique de Q\. 
D'après le lemme précédent, le stabilisateur de chaque e\ dans L-°G est 
géométriquement connexe. Par conséquent, tout faisceau pervers sur 
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<2, géométriquement irréductible, L-°G-équivariant et dont le support 
est un schéma de type fini, est isomorphe à A\ pour un certain À G XI. 



A la suite de Lusztig, Ginzburg, Mirkovic et Vilonen, voir [O, 20 



iï| et P2[ , on va définir le produit de convolution A\ 1 * A\ 2 pour 



Ai, À2 G X^_ comme suit. Considérons les morphismes 

QxQ LGxQ QxQ 

définis par iii(g,x) = (geç,,x) et 7r 2 (g,o;) = (geç,,gx). Le morphisme 7Ti 
est le morphisme quotient pour l'action de L-°G sur LG x Q définie 
par 

atx{h){g : x) = (gh' 1 ^). 

Le morphisme 7r 2 est le morphisme quotient pour l'action de L-°G sur 
LG x Q définie par 

a 2 (h)(g,x) = {gh~ l , hx). 

Pour tous Ai, A2 G X+, notons Q\ 1 x Qa 2 le quotient de nï 1 {Q\ 1 x Q\ 2 ) 
par a 2 (L-°C7). L'existence de ce quotient est assurée par la locale 
trivialité du morphisme LG — > Q. Plus précisément, au-dessus des 
ouverts de Q\ 1 de la forme gL <0 Ge PI Q\ l , les schémas Qai x Qa 2 e ^ 
Qài x Qa 2 son f isomorphes. De plus, ces isomorphismes sont clairement 
compatibles avec la stratification de Qai x Qa 2 P ar l es sous-schémas 
localement fermés Qx[ x Qy 2 et celle de Q\ 1 x Qa 2 par les sous-schémas 
localement fermés 

Q\[ x Qy 2 = 7rf 1 (Qa' 1 x Qy 2 )/a 2 (L^°G), 

avec A' : < Ai et A 2 < A 2 . La projection sur le second facteur définit un 
morphisme 

m : Qai x Q À2 -> Qax+a 2 - 

On pose 

A Xl * -4a 2 = Rm*(A Xl MAx 2 ), 

où ^4.Ai Kl A\ 2 désigne le complexe d'intersection de Q\ 1 x Q\ 2 . 

La construction précédente, généralisée de la manière évidente, per- 
met de définir le produit de convolution itéré 

A\ x * • • • * A Xn 

pour tous Ai, . . . , A n G XY. D'après |]TTJ] et p2| , ce produit de convolu- 
tion est encore un faisceau pervers, somme directe, avec multiplicités, 
de faisceaux pervers A\ avec A < Ai + • • • + A n . Nous n'utiliserons ce 
résultat que dans le cas où les Aj appartiennent à l'ensemble M. Nous 
proposons une démonstration simple dans ce cas et montrons comment 
le cas général peut, en fait, se déduire de celui-ci. 
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3. Les énoncés principaux 

Rappelons que U désigne le radical unipotent du sous-groupe de 
Borel B associé à R + . On définit de façon analogue pour U, à la 
place de G, les groupes de lacets LU, L^°U = LU H et L <0 U = 

LU n L <0 G. Pour tout v G X v , on note aussi iP'U = w v L^Uvj' v et 
L <U U = w u L <0 Uw^ u . La multiplication induit un isomorphisme 

L^U x L <U U -> LU. 

Pour tout v G X v , L <V U est un sous-groupe fermé de L <V G si bien 
qu'on peut identifier L <U U eo à un fermé, noté S u , de l'ouvert tz^L^Geo 
de Q. En particulier, pour tout À G et tout v G X v , S^H Q\ est un 
sous-schéma localement fermé, éventuellement vide, de Q\. D'après 
la décomposition d'Iwasawa, ces intersections S u H Q\ forment une 
stratification de Q\- 

Nous donnerons une nouvelle démonstration du théorème suivant, 
dû à Mirkovic et Vilonen dans le cas k = C (|[22||). 

Théorème 3.1. Quelques soient À G et v G X v , le complexe 
~RY C (S V , A\) est concentré en degré 2 (p, v) . Déplus, Vendomorphisme 
Yi q agit dans Hc^'^^, ^4a) comme q( p ' u K 

Dans l'énoncé précédent on a écrit RT C (S U , A\) à la place de 

Rr c ((5,nQ A ) ® k k,A x ), 

pour alléger la notation. On utilisera systématiquement cette notation 
allégée dans la suite, cet abus de notation ne causant aucune ambiguité. 

Soient v G X+ et v' G — X\. En choisissant un ordre total sur les 
racines positives, on a un isomorphisme 

n n u a ,=L <v unL^'u. 

a£R+ (a,u')<i<{a,u) 

Pour v fixé et pour v' de plus en plus anti-dominant, ces groupes for- 
ment un système inductif dont la limite est L <U U . 

Pour toute racine simple a G A, notons u a>i la projection sur le 
facteur U a>i et 

h : L <U U n L^ V 'U -> G a 

le morphisme h(x) = XlaeA u a,-i( x )- Ce morphisme est visiblement 
compatible aux flèches de transition et induit sur la limite inductive un 
morphisme h : L <U U — > G a , pour tout v dominant. Compte tenu de 
l'isomorphisme L <V U x L- U U — > LU, u~u + h- > u, on peut définir un 
morphisme, noté aussi h : LU — > G a , par la relation h(u~u + ) = h{u~). 
Ce morphisme ne dépend pas du v dominant choisi. On en déduit un 
morphisme, noté encore h : S u — ► G a . 
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Fixons un caractère additif non trivial ip : k —>■ Qf et notons le 
faisceau d'Artin-Schreier sur G a associé à ip. Le caractère 6 : U(F) — > 
Qi considéré dans l'introduction est le caractère x h- > ip(h(x)). 

L'énoncé suivant a été conjecturé par Frenkel, Gaitsgory, Kazhdan 
et Vilonen 0. 

Théorème 3.2. Pourv ^ X dansX^_, le complexe RF C (S ' u , A\(8) h* L^) 
est nul. Pour v = X, ce complexe est isomorphe à Qi, muni de l'action 
de Frobenius agissant par q(p' x \ placé en degré 2(p, À). 

Ces résultats impliquent les énoncés sur les termes constants et les 
coefficients de Fourier mentionnés dans l'introduction via le diction- 



naire faisceaux-fonctions de Grothendieck ||T2 . 

Nous exposerons les démonstrations de ces deux théorèmes en par- 
allèle dans la suite de l'article. 

4. L'action du tore T 

Le tore T normalise les sous-groupes L-°G, L <0 G, L <U U ... de LG si 
bien qu'il agit sur tous les objets géométriques qu'on a considérés dans 
les deux sections précédentes. Cette action fournit un outil précieux 
pour étudier leur géométrie. Choisissons une fois pour toutes un co- 
caractère strictement dominant : G m — > T. On entendra par l'action 
), l'action restreinte de T à G m via ce cocaractère. 



Lemme 4.1. Pour tout v G X w , le point e v est le seul point fixe de 
l'action 0(G m ) sur S v . De plus, c'est un point fixe attractif. 

Démonstration. Tout x G L <u U(k) est de la forme 

•' jj J | j ^ n.i (•' •!./ ) • 

aGR+ i<(a,v) 

où les j G k sont nuls sauf pour un nombre fini d'entre eux. Alors, 
pour tout z G l x , on a 

<f>(z)xe v = U a 4z^x aA )e u . 

a<=R+ i<(a,u) 

Le lemme résulte donc de l'hypothèse que pour tout a G R + , l'entier 
(a, 4>) est strictement positif. □ 

Ce lemme montre que les e v sont les seuls points fixes de l'action 



t ) sur Q. De plus, il entraîne l'énoncé suivant, qui précise PU , 
2.6.11(3)] et est certainement bien connu. 

Lemme 4.2. Si l'intersection S u H Q\ n'est pas vide, v appartient à 
Q(X). 
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Démonstration. Si un point G L <u U(k), appartient à Q\(k), 

toute l'orbite de <f>(G m ) passant par ce point y appartient aussi. Puisque 
le point fixe e u appartient à l'adhérence de cette orbite et que Q\ est 
propre, e u appartient à Q\ d'où v G f2(À). □ 



Signalons au passage l'énoncé suivant qui ne servira pas dans la suite 
de l'article. Cet énoncé a été découvert lors d'une conversation que l'un 
de nous a eu avec M. Rapoport. 

Proposition 4.3. La caractéristique d'Euler-Poincaré Xc(S v nQ\) est 
égale à 1 si v est conjugué à À par un élément de W et à sinon. 

Démonstration. Dans le premier cas, S u fl Q\ contient un unique point 
fixe e v de l'action 0(G m ). Dans le second cas, le groupe multiplicatif 
<f)(G m ) agit sans point fixe. La proposition résulte donc d'un théorème 
de Bialynicki-Birula 0, cor. 2]. □ 



Cet énoncé peut être considéré comme une interprétation géométri- 



que d'un résultat de Lusztig |L9|, 6.1]. Reprenons les notations de 



l'introduction. Soit C\ l'élément de l'algèbre de Hecke H défini par 

C x = (-1) 2 ^V <p ' A> Ia, 

où I\ est la fonction caractéristique de Kw x K. On sait que 

(Cx) = (K x Mr\A x ), 

où (Kx,fj,(q)) est la matrice triangulaire formée des polynômes de Kazh- 
dan et Lusztig. Les termes constants normalisés 

(-lfM q -M f C x {xw»)dx 

JU(F) 

sont donc calculés par la matrice 

d'après le théorème de Lusztig-Kato. Compte tenu de la proposition 
précédente (et aussi de 3.1), on obtient, en spécialisant g i — > 1, 

(K A ,,(l))- 1 (m A (/i)) = Id, 

d'où Kx ;fl {l) = m A (/i). 
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5. Les intersections S wX n Q\ 
Pour À G X+, on a considéré dans la section 2 le groupe 

(a,A)-l 

jA = n n ^ 

qui est manifestement un sous-groupe de L-°U. On a aussi démontré 
que le morphisme J x — > Qa défini par j i— > je\ est une immersion 
ouverte. 

Lemme 5.1. Soit À G XY. Le morphisme j h- > je^ induit un isomor- 
phisme de J x sur V ouvert zu x L <0 Ge fl <2a ^ e Qa- 

Démonstration. L'image de J A est contenue dans w x L <0 Ge fl <2a- 
D'après le lemme 2.2, elle est en fait un ouvert dense de Ct7 A L <0 GeonQA- 
Par conséquent, zu~ x J x zu x est un ouvert dense dans l'image inverse de 
zu x L <0 Ge fl Q\ par l'isomorphisme 

L <o G ^ w x L <0 Ge . 

Or, tz7~ A J A ro A est un sous-groupe fermé de L <0 G et le lemme s'en 
déduit. □ 

Lemme 5.2. Soit A G Pour foui w G /e morphisme 

wJ x w~ l fl LZ7 — > S^a n Q A 

défini par j — > je W A est un isomorphisme. Par conséquent, S w \ fl Qa 
est isomorphe à l'espace affine de dimension (p, À + tuA). 

Démonstration. Pour u> = 1, l'assertion résulte de manière évidente du 
lemme précédent, car on a les inclusions 

J x e x cSxDQxC zu x L <0 Ge n Q x . 

Pour w G W quelconque, on peut raisonner comme suit. D'après le 
lemme précédent, le morphisme 

w^w- 1 -> w wX L <0 Ge n Q A 

défini par j \— > je W A est un isomorphisme. Par ailleurs, la multiplication 

(tuJ^" 1 n LC/) x ( W J X W - 1 n Ltr) -> w^w- 1 

définit aussi un isomorphisme si bien que pour x G L <wX U tel que 
xw wX G Q\, x doit s'écrire uniquement sous la forme x = x + X- avec 
x + G wJ x w~ l r\LU et x_ G w^w^nLU'. Or, l'intersection LUnLU' 
est réduite à l'élément neutre de sorte que la seule possibilité est x = x + 
et x_ = 1. Ceci prouve la première assertion. 
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De plus, la multiplication induit un isomorphisme 

(q,A>-1 



n n u wa ^wj x w- i r\w. 



(*) 



Compte-tenu de l'égalité 



a = p + w x p, 



aeR+Ciw- 1 R + 

on obtient la seconde assertion. 



□ 



On peut déduire de ce lemme l'énoncé 3.1 dans le cas v — w\ ainsi 
que 3.2 dans le cas v — A. En effet, l'inclusion évidente wJ x w~ 1 C\LU C 
L-°U implique que S W \C\ Q\ est contenue dans l'orbite ouverte Q\. La 
restriction de A\ à S w \ fl Q\ est donc égale à : 



L'énoncé 3.1 dans le cas v = wX s'ensuit. 

L'inclusion J x C L-°U implique par ailleurs que la restriction de h 
à J x est nulle. L'énoncé 3.2 dans le cas v — A s'ensuit donc aussi. 

On aura besoin plus loin de l'énoncé plus général ci-dessous. Pour 
tout a G X+, on note h a : LU — > G a le morphisme h a (x) = h(zu° r xzu~ c T ) 
et aussi le morphisme h a : S\ — > G a qui s'en déduit. Du fait que a est 
dominant, la restriction de h a à L-°U, et a fortiori à J A , est nulle. Le 
lemme suivant résulte donc également de la discussion précédente. 

Lemme 5.3. Pour tous A, a G on a 



Nous utilisons les notations fixées dans la section 1. Soit p un élément 
minimal, non nul, de JTY. D'après le lemme 1.1, p est un copoids 
minuscule, et l'on a l'énoncé suivant, que nous rappelons ici pour la 
commodité du lecteur. 

Lemme 6.1. Soit p minuscule. On a Q(p) = W p. Pour tout a G R, 
on a (a, p) G {0, ±1}. 

Si p est minuscule, sa minimalité implique que l'orbite est fermée. 
Puisque tout élément v de fl(p) est conjugué à p par l'action de W les 
énoncés 3.1 et 3.2 sont donc vérifiés pour A = p et v G Q(p). 

On peut décrire explicitement la variété Q M et les strates S w/Jl fl Q^. 
On notera P le sous-groupe de G engendré par T et les U a avec (a, p) < 
0; c'est un sous-groupe parabolique contenant B~ . 




Q4(p,2A)]«p,À». 



PJ^, A x ® ^) = Q4-2(p, A)](-(p, A)). 



6. Minuscules 
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Lemme 6.2. On a un isomorphisme canonique — > G / 'P via lequel 
Swn H <2 M s'identifie à UwP/P. 

Démonstration. Compte tenu du lemme 2.3 et de la deuxième assertion 
du lemme 6.1, on sait que L-°G H L-^G est l'image inverse de P par 
l'homomorphisme L-°G — > G. On en déduit l' isomorphisme 

= L^°G/(L^°G n L-^G) G/ P. 

Compte tenu, de nouveau, de la deuxième assertion du lemme 6.1, 
on sait que J M est égal à [/+ = ri(a^)=i U a qui est le radical unipotent 
du sous-groupe parabolique opposé à P, et par conséquent 

wJ^w 1 n lu = wU+w- 1 n u. 

La seconde assertion du lemme se déduit alors du lemme 5.2. □ 

7. Quasi-minuscules : étude géométrique 

Soit n un copoids quasi-minuscule, c.à.d. un élément minimal de 
X'+ \ {0} minoré par 0. Rappelons que, d'après le lemme 1.1, on a 
l'énoncé suivant : 

Lemme 7.1. Soit /i quasi-minuscule. Alors fi est égal à la coracine 
7 V associée à une racine maximale 7. On a fl(fi) = Wfi U {0}. Pour 
toute racine a G R \ {±7}, on a (a, /i) G {0, ±1}. 

Puisque est le seul cocaractère dominant qui minore /i, Q M est la 
réunion de <2 M et du point base eç,. 

Désignons encore par P le sous-groupe parabolique de G engendré 
par T et par les sous-groupes radiciels U a tels que (a,7 v ) < 0. Notons 

aeR\{-y} 

où f) est l'algèbre de Lie de T et où Q a est le sous-espace de poids a de 
0. D'après le lemme précédent, V est la somme des espaces de poids v 
dans g tels que (7, v) < 1. Il résulte alors de la définition de P que V 
est P-stable. 

Identifions g 7 au quotient g/V muni de sa structure de P-module. 
Considérons le fibré en droites 

L 7 = G x p g 7 

au-dessus de G/ P. 

Lemme 7.2. L'orbite est canoniquement isomorphe à L 7 . 
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Démonstration. Par définition, le foncteur R \— > G(R[zu]/(w 2 )) est 
représenté par le fibré tangent TG de G qui est isomorphe au produit 
semi-direct G x g. Compte tenu du lemme 2.3 et de la dernière asser- 
tion du lemme 7.1, on sait que L-°G H L-^G est exactement l'image 
inverse de P x V par l'homomorphisme canonique L-°G — > G x g. 
Il en résulte l'isomorphisme 

Q^(GK )/(?xl/) = Gx p ( g /y) 

dont le terme de droite n'est autre que L 7 . □ 

Le fibré L 7 se compactifie de façon naturelle en un fibré en droites 
projectives. En effet, on a 

L 7 Proj (L 7 © C G/P ) = P 7 . 

Soit L_ 7 = G x p g_ 7 le fibré dual. On a un isomorphisme naturel 

Proj (L 7 © G/P ) = Proj (O g/p © L_ 7 ) = P_ 7 , 

si bien qu'on peut voir P 7 comme la réunion de L 7 et de L_ 7 . Notons 
0-t 7 le morphisme L ±7 — > G/P et e± 7 la section nulle G/P — > L ±7 . On 
a alors 

P 7 = L ±7 Ue T7 (C7/P). 

Lemme 7.3. L'isomorphisme L 7 — > <2 M se prolonge en un morphisme 

vr 7 : P 7 -> Q M 
envoie e_ 7 (C7/P) sur /e pomi e . 

Démonstration. Il s'agit d'un cas particulier du théorème principal de 
Zariski. Nous reproduisons l'argument classique pour la commodité 
du lecteur. Notons T l'adhérence du graphe de l'isomorphisme L 7 — > 
<2 M dans P 7 x Q M . Puisque le complémentaire de <2 M dans Q M est 
constitué d'un seul point eo, toutes les fibres de la projection r — > P 7 
ne contiennent qu'un point. En particulier, cette projection est quasi- 
finie. Puisque de plus, elle est propre, elle est finie. Mais P 7 est lisse, 
en particulier normale, donc le morphisme fini, birationnel r — > P 7 
doit être un isomorphisme. En inversant cet isomorphisme et en le 
composant avec l'autre projection T — > Q M , on obtient le morphisme 
7r 7 : P 7 — > Q M voulu. □ 

Signalons que l'action de L-°G sur se prolonge à P 7 et que 
la résolution 7r 7 est équivariante par rapport à cette action. Nous 
n'utiliserons cette information que dans la remarque située après le 
corollaire 9.7, laquelle ne sert pas dans le reste de l'article. 

On a la description explicite suivante des strates S w „ fl Q„. 
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Lemme 7.4. Si wy G R + alors 

s wlt nQ^ = <i>- 1 (UwP/p). 

Si wy G R- alors 

S^nQ^e^UwP/P). 

Démonstration. D'après la formule (*) établie dans la démonstration 
du lemme 5.2, l'on a: 

{a,n)-l 

wJ»w- 1 r\LU= JJ Jj t/^. 

De plus, comme < 1 pour tout a G R + \ {7}, d'après le lemme 

7.1, on obtient que ce produit est égal à 

aGiî+ri'î«- 1 iî, + 

si W7 G -R+, et à 

il U w tt.O 

a6-R+nt«- 1 _R + 

sinon. Le lemme s'en déduit. □ 

On note W 1 le stabilisateur de 7 dans W, et A 7 l'ensemble des racines 
simples conjuguées à 7. 

Corollaire 7.5. On a une stratification 

S nQ, = {e } U |J 4>-\UwP/P) \ e^UwP/P). 

En particulier, les composantes irréductibles de Sq H sont en bijec- 
tion avec A 7 et sont toutes de dimension (p, //). 
On a aussi la stratification 

n-\S nQ,)= [j 4>Z l J (UwP/P)U [J e^(UwP/P). 

wew/w-, wew/Wj 

8. Quasi-minuscules : étude cohomologique 

Les notations de la section précédente restent en vigueur. En par- 
ticulier, /i = 7 V est quasi-minuscule. La résolution 7r 7 : P 7 — > Q M 
permet de calculer la cohomologie d'intersection locale de en le 
point singulier isolé e§. L'énoncé suivant est dû à Kazhdan et Lusztig 
rBL Lemme 4.5]. En fait, dans notre situation les hypothèses sont un 
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peu plus faibles, mais leur argument s'applique encore. Nous détaillons 
la démonstration pour la commodité du lecteur. 

Lemme 8.1. Soit d = 2(p, jj) la dimension de <2 M . Pour i > 0, le 
groupe ~R l {A il ) eo est nul. Pour i < 0, on a une suite exacte courte 

_> W +d -\G/P)(d/2 - l)^±^W+ d (G/P)(d/2) - W(A,) eo -> 0, 

où c_ 7 G H 2 (X^)(1) est la classe de Chern de L_ 7 . 

Démonstration. Notons Q'^ l'ouvert de Q M 

Q', = Q,-^oe,(G/P); 

on a 7r~ 1 (Q^) = L_ 7 . Notons ^4' la restriction de .A M à cet ouvert. 
Notons i l'inclusion du point fermé i : {eo} — > Q„. La flèche naturelle 
.4' — > z*z*.4' induit le morphisme de restriction sur la cohomologie 
(sans support) 

On démontre d'abord que z* est un isomorphisme. 

Pour cela, utilisons le théorème de décomposition de Beilinson, Bern- 
stein, Deligne et Gabber [[[[]. Puisque 7r 7 : P 7 — > est un isomor- 
phisme en dehors de eo, on a une décomposition 

R7r 7) *Q/[d](d/2) = A»®C, 

où C est un complexe supporté par le point e . 

La section nulle e_ 7 : G/P — > L_ 7 définit le morphisme de restriction 

Rr(L_ 7 ,Q,)^Rr(G/P,Q,) 

qui est un isomorphisme puisque L_ 7 est un fibré en droites au-dessus 
de G/P. Or, ce morphisme est la somme directe du morphisme identité 
C — » C avec le morphisme z* : Rr(<2^, -4.|J — ► (A') eo - Ce dernier est 
donc lui aussi un isomorphisme. 

Pour i > 0, l'annulation H î (^4 M ) eo = fait partie des propriétés qui 
caractérisent le complexe d'intersection A^. Cette annulation implique, 
via la suite exacte longue de cohomologie à support, que la flèche 

est un isomorphisme dès que i > 0. Par dualité de Poincaré, la flèche 

ff(Q;,^)-ff +d (L 7 x )(rf/2) 

est un isomorphisme pour i < 0. Dans la suite exacte longue de Wang 
-> W +d - 2 (G/P)(i/2 - l)^^W +d (G/P)(i/2) -> H i+d (L*)(z'/2) -> 
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la flèche R i+d - 2 (G/P) Ac ~ 7 > W +d (G/P) est injective pour i < d'après 
le théorème de Lefschetz difficile JF|. On en déduit les suites exactes 
courtes 

-> R t+d - 2 (G/P)(-l)^^W +d (G/P) -> H î+(i (L*) -> 
pour i < 0. Le lemme est démontré. □ 

Corollaire 8.2. SoitC le facteur supporté par dans la décomposition 

Rir^Q e [d]{d/2) =A^@C. 

Pour i < 0, on a 

W{C) = R l+d - 2 (G/P)(d/2 - 1). 

Pour i > 0, on a 

W(C) = W +d (G/P){d/2). 

On peut maintenant démontrer l'énoncé 3.1 dans le cas où À est un 
cocaractère quasi-minuscule /i = 7 V . Compte tenu de la discussion qui 
suit le lemme 5.2, il ne reste plus qu'à traiter le cas v = 0. 

Lemme 8.3. On a un isomorphisme 

Rr c (s ,AJ = Qf 7 ' 

Démonstration. D'après le théorème de changement de base pour un 
morphisme propre, on a 

Rr c (vr 7 - 1 (S' n Q,)Mt)[d]{d/2) = BT C {3 , A„) © C. 

Rappelons la stratification obtenue en 7.5 

K- 1 (S nQ tl )= |J <Pzl / (UwP/P)U |J e^UwP/P). 

W"f(zR— «i>7£iï+ 

D'après le lemme 5.2, chaque strate S WfM fi <2 M est de dimension 

De plus, d'après le lemme 7.4, l'on a 

^(UwP/P) si w^eR + ; 
e 7 (UwP/P) si wy E R-. 

On en déduit que si wy G R-, alors la strate (f)Zz(UwP/P) est un 
espace affine de dimension 

(p,Wfi + fl) + 1. 

On a, dans ce cas, l'inégalité dim(0~ (UwP/P)) < d/2 qui devient une 
égalité si et seulement si wy est l'opposé d'une racine simple. 



20 B.C. NGO ET P. POLO 

D'autre part, si w^y G R + , alors la strate e_ 7 (f/w?/P) est un espace 
affine de dimension 

(p,wfi + fi) — 1. 

On a, dans ce cas, l'inégalité dim(e_ 7 (?7wP/P)) > d/2 qui devient une 
égalité si et seulement si wy est une racine simple. 
Pour % < 0, on a donc 

dimH'+V^So H Qfx)) = dimff(C) 

et ces deux nombres valent 

\{w G WjW 1 | {p,wn + n) = (i + d)/2- 1}\ 

Pour i > 0, on a aussi 

dimH'+V^^o H Q M )) = dimff(C) 

et ces deux nombres valent 

\{w G WjW 1 | {p,wn + n) = (i + d)/2 + l}\. 

Pour i = 0, on a 

dimHf(7r 7 - 1 ( 1 S nQ M )) = 2|A 7 | 

et 

dim(H°(C)) = |A 7 |. 
Le lemme s'en déduit. □ 

Démontrons maintenant l'énoncé 3.2 dans le cas v = et À = fi 
quasi-minuscule. Nous démontrons en fait un énoncé un peu plus 
général. Rappelons que pour tout a G X v , on a défini un morphisme 
h a : Sq — > G , voir 5.3. 



Lemme 8.4. Pour tout a G X^, on a un isomorphisme 

RT c (S'o,^(8)^) = Ôt^ l > 
cm est l'ensemble des a G A 7 te//es c/ue (cv, <r) > 0. 

La démonstration de 8.4 suit le même schéma que celle du lemme 
8.3 qui est, par ailleurs, un cas particulier de 8.4. Il suffit, en fait, de 
démontrer l'énoncé géométrique suivant. 

Lemme 8.5. 1. Les restrictions de h a on-y aux strates e- y (UwP/P) 
avec u>7 G R + sont nulles. 

2. Les restrictions aux strates (pZ^UwP/P) avec wy G R- sont 
nulles aussi, à l'exception des (pZ^UwP/P) telles que —wy est 
une racine simple orthogonale à a. 

3. Les restrictions à ces dernières sont non nulles et linéaires par 
rapport à la structure restreinte du fibre en droites L_ 7 . 
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Démonstration. La première assertion est évidente parce que toutes 
les strates e_ 7 (!7wP/P) sont contenues dans 7r~ 1 (eo). Pour les deux 
dernières assertions, il suffit naturellement de calculer les restrictions 
de hfj à 

(j)Z\{UwP/P) \ e^UwP/P) = <p-\UwP/P) \ e^UwP/P). 

Pour tout w G W, on a un isomorphisme 

^(UwP/P) \ e^UwP/P) = UwP/P x G m 

puisque tout point y G (^^(UwP/P) \ e^(UwP/ P) s'écrit d'une façon 
unique sous la forme 

y = uwU^ /: i(x)w >1 eo 

avec x G G m et u G U H w^U+w, où [/+ est le radical unipotent du 
parabolique (positif) opposé à P. 

En faisant passer w vers la droite, on obtient 

uwU 1 ^{x)w tl eQ = uU wlt i(x)zu Wfl eo. 

Posons t = —wx et a = wy et récrivons le membre de droite avec ces 
nouvelles notations 

uU w ~ / (wx)m w ' l eo = uU a (—t)t aV eo. 

Rappelons la relation de Steinberg [^9|, chap. 3, lemme 19] 

t Q V = u a {t)u^ a {-t- l )u a {t) 

qui vaut pour toute racine a, pour tout t inversible, et où le représentant 
w a G G est indépendant de t. On a donc 

uU a (-t)t aV e = U- a (-r l )U a (t)w- l e . 

Or Uafyw^eç, = e si bien que 

uU a (—t)t aV e = uU~ a -i(x~ 1 )e . 

Puisque u G U, on a h (u) = de sorte que 

HuU^ix- 1 )) = hiU^ix' 1 )). 

Si —a n'est pas une racine simple, on a /i cr (?7_ Q , i _i(x _1 )) = 0. Si —a G 
A mais (—a, a) > 0, on a aussi h a {U_ a _i(x~ 1 )) = 0. Dans le cas où 
—a G A est une racine simple orthogonale à a, on a h a (U = 
x' 1 . □ 
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9. CONVOLUTION 

Rappelons que M est l'ensemble des éléments minimaux dans \ 
{0}. Pour une suite p. = . . . ,/i n ) d'éléments de M, on considère 
le sous-schéma projectif 

Q„. = Q M x • • • x Q M „ 

de Q n . La projection sur le dernier facteur de Q n définit un morphisme 
propre 

"V. : Q M . -> Q]m.|> 

OÙ = /Xi + h /in- 

Soit z/. = (ux, . . ■ , f n ) une suite d'éléments de X v . Pour tout i = 
1, . . . , n, posons ai = Vx + ■ ■ • + v%- Notons S v . H Q^. l'intersection 

S v . n Q M . = x • ■ ■ x 5 a „ n Q M . 

dans Q n . Il est clair que les S u . fi Q^. forment une stratification de 

Lemme 9.1. On a un isomorphisme canonique 

Su. n Q,. = (S^ n Q w ) x • • • x (s^ n Q Mn ). 

Démonstration. On montre facilement par récurrence que tout point 

Oi,--- ,2/n) e n %, 
s'écrit de manière unique sous la forme 

yx = Xxw Vl e Q 

y n = xiw vi . . . x n w Vn e 
avec %i G L <Ui U tel que XiZU Ui e G Le lemme s'en déduit. □ 

Pour que la strate S u . H <2 M . soit non vide, il est donc nécessaire que, 
pour tout i = 1, . . . ,n, Vi appartienne à fl(fii). 

Corollaire 9.2. Soient //i, . . . des éléments de M. Pour toute 
suite v 9 avec G f2(//j), toutes les composantes de S u . H sont cie 
dimension (p, \ u,\ + 

Démonstration. D'après le lemme 5.2 et le corollaire 7.5, chaque S Vi H 
Q Mi est purement de dimension (p, i/$ + /ij). Le corollaire découle donc 
du lemme précédent. □ 

En fait, pour À G et v G O(À) arbitraires, H Q M est purement 
de dimension (p, z/ + p). Ce résultat est énoncé dans |22|, 4.5] avec 
seulement quelques indications de démonstration. Nous avons pu en 
établir une autre démonstration, en utilisant l'approche en termes de 
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représentations d'algèbres de Lie affines. Signalons aussi qu'on peut 
déduire cette formule de dimension, sans l'assertion de pure dimension, 
du théorème 3.1. 

L'énoncé suivant est aussi un cas particulier d'un autre lemme énoncé 
dans [22|, 2.6]. Nous proposons ici une démonstration un peu différente. 

Lemme 9.3. Pour tout À G avec À < |p.| ; on a 

dim(m^(Q x )) < (p, A + 1/1.1). 

Autrement dit, le morphisme m^, est semi-petit. 

Démonstration. Puisque PI <2 M est un ouvert dense de <2 M , d'après 
5.1 et 5.2, et puisque les fibres de m M . sont toutes isomorphes les unes 
aux autres au-dessus de l'orbite Q M , on a 

dim(m / ;. 1 (Q M )) = dim(m-î(S, PI Q,)). 
Par conséquent, on a 

dun(m^(Q,)) < dirn^- 1 ^ fl Q A )). 
Or, on a une stratification 

<(^nQ A )= U ^.nQ M „ 

k.|=A 

où toutes les strates sont de dimension (p, À + |p.|), d'où le lemme. □ 

Proposition 9.4. Le produit de convolution A^ * ■ ■ ■ * A^ est un 

faisceau pervers. Il se décompose en somme directe 

A llx *---*A^ = A X ®V£, 

où les sont des Qe- espaces vectoriels dont la dimension vaut le nom- 
bre de composantes irréductibles de fn'^SxnQ^,) qui sont entièrement 
contenues dans m~^(S\ H Q\). 

Démonstration. Si les p, sont tous minuscules, le schéma source est 
lisse. Comme m M . est semi-petit, l'image directe R(m M J*Q£[dim(<2 M .)] 
est perverse. 

En général, on a la stratification du schéma source 

%. = U 

où, comme p^ G M, chaque p- est ou bien égal à p^, ou bien égal à 0. 
Dans tous les cas, le lemme précédent s'applique encore à Q^ m et nous 
permet d'obtenir l'inégalité 

dim(m:. 1 (Q A )nQ M: ) < (p,A+|p'.|) 
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pour tout À < \jj/ m \. 

Par ailleurs, Q M . muni de la stratification par les x • ■ ■ x Q^, 
est localement isomorphe à Q w x ■ ■ • x muni de la stratification par 
les Q^i x ■ • • x Q^, voir la section 2. Par conséquent, pour p' 9 < //., 

s'annule dès que z > —2(p, \fjf„\). 

Il résulte de ces deux dernières assertions que R(m /i .)*IC(Q /i .) est 
un faisceau pervers. Sa décomposition a priori sur fc, doit avoir la 
forme 

Ai * ■ ■ • * A, = A ® 



M. 



où les V/£ sont des espaces vectoriels de dimension finie sur Qt, parce 
que tous ses facteurs directs sont aussi L-°G-équivariants. 

Les espaces vectoriels V^ m admettent une base canonique indexée par 
les composantes irréductibles de rn~^(Q\) de dimension exactement 
(p, \p.\ — À). D'après la démonstration du lemme 9.3, celles-ci cor- 
respondent bijectivement aux composantes irréductibles de m~^(S\ fl 
<2 M .) qui sont entièrement contenues dans m~^(S\ fl Q\). 

Puisque ces composantes sont toutes définies sur k, la décomposition 
est en fait valable sur k. □ 



Soit p, comme précédemment, c.à.d. p, est une suite (pi, . . . , p n ) 
d'éléments de M. A la suite de Littelmann f[B |, on appellera p,- chemin 
une donnée combinatoire x du type suivant 

• une suite de sommets ai, . . . ,a n dans X v tels que pour tout i = 
1, . . . , ra, on a z/j = cr,; — Uj_x G £l(pi) ; 

• des applications 

Pi : [0, 1] -> X v ® z R 

vérifiant 

— si <Tj_i 7^ (Tj, alors 

Pi(t) = (1 - t)o"i-i + to-j 

— si (7j_i = (Tj, alors 



«7i_i - toV pour <t < 1/2 

o"i-i + (i - 1K V pour 1/2 < t < 1 



Pt(*) = 

où est une coracine simple conjuguée à pi. 
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En mettant bout à bout les images des p iy on obtient un chemin 
dans X v ®ï M allant de à a n . Le /z.-chemin x est dit dominant s'il 
est entièrement contenu dans la chambre dominante (X v çg>^ 

D'après le lemme 5.2, chaque S Wfli fl <2 Mi est irréductible. De plus, 
d'après le corollaire 7.5, si fa est quasi-minuscule, disons fa = 7/, et 
si 1/ = 0, alors l'ensemble des composantes irréductibles de £0 fl 
est en bijection canonique avec l'ensemble A 7 des racines simples a 
conjuguées à 7. Compte tenu du lemme 9.1, pour tout v G 
l'ensemble des composantes irréductibles de ^ X [S V fl Q| M .|) est en bi- 
jection canonique avec l'ensemble des /z.-chemins x allant de à v. 
Notons C x la composante correspondante à x- 

Lemme 9.5. Soient v G fi(|/i,|) dominant et x un fa-chemin dom- 
inant allant de à v. Alors la composante C x est contenue dans 

n-\s u nQ u ). 

Démonstration. Notons I(x) l'ensemble des indices i = 1,... , n tels 
que <7i_i = cr». 

Si i I(x)i v i est non nul et est donc conjugué à fa. D'après le 
lemme 5.2, un point Pi G S Ui fl <2 Mi s'écrit de manière unique sous la 
forme pj = fazu^eo avec fa G wJ^w^DLU . En particulier, fa G L-°U. 

Si i G /(x); alors fa est quasi-minuscule, disons fa = 7^, et l'hypo- 
thèse x dominant implique (a^ovi) > 1. D'après le corollaire 7.5, 
la composante irréductible de Sq fl Q 7 v correspondant à Q; = iUi7i, 
contient comme ouvert dense le G m -torseur trivial 

^(UwiPi/Pi) \ e-'iUwiPi/Pi) 

au-dessus de UwiPi/Pi. D'après la démonstration du lemme 8.5, pour 
i G I(x) chaque point 

Pl G ^(UwiPi/Pi) \ e-^UwiPi/Pj 

s'écrit de manière unique sous la forme uU ai -\(x)eQ avec u G U H 
w^U+w et x E G m . Ici, [/+ est le radical unipotent du sous-groupe 
parabolique opposé à Pj. Posons fa = uU ai _i(x). 

Dans ce cas, fa L <0 U. Toutefois, l'unicité de 1 expression pi = faeo 
suffit pour l'argument donné dans la démonstration du lemme 9.1. Le 
morphisme qui envoie le point 

(pi, ...,Pn)e n (S Vi n Q w ) JI (^(UwiPi/Pi) \ e^iUwiPi/Pi)), 



sur le point 



(yi,... ,y n ) G S v , n Q, 
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défini par 

yi = uxw vi e 

y n = uiw Ul U2Vo U2 . . . u n w Un eQ. 

induit un isomorphisme du schéma source sur un ouvert dense de C x . 

Pour i I(x)i on a G L-°U de sorte que w CJi - 1 UiW~ ai - x appartient 
aussi à L-°U vu que <Tj_i est dominant. 

Pour i G I(x)i on a = uU aii ^i(x) et par conséquent, 

Cet élément appartient aussi à L-°U parce que (a i} Oi_i) > 1. 

Il s'ensuit que y n G S v D Q v de sorte qu'on a un ouvert dense de C x 
contenu dans rn~](S v r\Q u ). Or, S u nQ u est fermé dans S u nQ^ lt \ si bien 
que la composante C x toute entière est contenue dans m~^(S u D 
□ 



Il n'est pas difficile de démontrer qu'inversement, si le //.-chemin 
X n'est pas dominant, alors C x (£ n^ 1 (S u n Q u ). Nous laissons cette 
assertion aux soins du lecteur car elle n'est pas logiquement nécessaire 
pour la suite. Il nous suffira seulement de savoir que la multiplicité 
dim(VJ^ # |) de A u dans A Ul * ■ ■ ■ * A Un vaut, au moins, le nombre de 
/x.-chemins dominants allant de à v. 

Proposition 9.6. Pour tout À G A\ est facteur direct d'un pro- 
duit de convolution de la forme 

A^*---*A^, 

avec /ii, . . . , fi n G M. 

Compte tenu de 9.4 et de 9.5, il suffit de démontrer qu'il existe 
un /i.-chemin dominant allant de à v. On démontrera cet énoncé 
combinatoire dans la section 10. 

Signalons le corollaire suivant dont on ne se servira pas dans la suite 
de l'article. Cet énoncé se trouve déjà dans [TT| et p2| . 

Corollaire 9.7. Pour tous À, À' G X+, le produit de convolution A\ * 
A\i est un faisceau pervers. 

Démonstration. Si A\, resp. Ay, est un facteur direct de A Ul *■ ■ - *A^ n , 
resp. de A u ' * ■ ■ ■ * A u < , alors A\ * Ay est un facteur direct de 

A ai *---* A Un * A a[ * ■ ■ ■ * A^ , 

qui est pervers d'après 9.4. □ 
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Cette technique permet aussi de généralier la démonstration de f24j , 
cor. 4.3.2] à tout groupe réductif. Cet énoncé a été démontré aupara- 
vant par Ginzburg, Mirkovic et Vilonen [II], |22| du moins lorsque le 



corps k est le corps des nombres complexes. 

10. COMBINATOIRE 

Nous proposons deux démonstrations de 9.6. L'une repose sur un 
lemme sur les systèmes de racines, qui paraît intéressant en soi. L'autre 
est basée sur la théorie des représentations et le modèle des chemins 
de Littelmann ; elle présente des similitudes remarquables avec des 
résultats géométriques des sections 8 et 9, et de cette manière, est une 
bonne illustration de l'équivalence tannakienne de |TT[ et . 



Preuve combinatoire. Rappelons que M désigne l'ensemble des cocar- 
actères minuscules et quasi-minuscules. Si /i = 7 V est quasi-minuscule, 
A 7 désigne l'ensemble des racines simples conjuguées à 7. 

Compte tenu de 9.4 et 9.5, la proposition 9.6 découle de l'énoncé 
suivant. 

Lemme 10.1. Soit À G XY. Si A G" M, il existe une coracine courte 
P v telle que\-P v G X w + . 

Démonstration. Comme À G" M, il résulte du lemme 1.1 qu'il existe une 
racine a telle que (a, A) > 2. Comme À est dominant, ceci entraîne 
que (j3, A) > 2, où (3 est la racine maximale (longue!) du sous-système 
de racines irréductible de R contenant a. On observe que A — /3 V est 
un poids de V(À), donc appartient à fi (A). 

Soit ( , ) un produit scalaire ly-invariant sur X v ®i R, normalisé 
par la condition que (a v ,a; v ) = 2 pour toute coracine courte a v . Pour 
tout x e X v , on posera \x\ 2 := (x,x)- 

Alors, un calcul facile montre que |A — i(3 w \ < |A| pour < i < (j3, A). 
Par conséquent, comme (/3, A) > 2, on obtient que A — /3 V n'appartient 
pas à WX. Notons À' le cocaractère dominant conjugué à A — /5 V , il 
appartient aussi à Q(\). On a ainsi 

A - /T < A' < A, 

et donc A' = A — r] et /5 V = 77 + u, avec rj,u G Q w + et rj 7^ 0. 
Alors, pour tout a G R, on a 

(\,a v ) = (a,\)(a v ,a v )/2. 

et par conséquent, (A, ô) > pour tout ô G Q\. 
Alors, de l'égalité 

|A-/T| 2 = lA-r/l 2 , 
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on déduit que 

|/Tf-M 2 = 2(À,z,)>0, 

d'où \r]\ 2 < |/3 V | 2 = 2. Ceci entraîne que r] est une coracine courte, et 
le lemme est démontré. □ 



Preuve basée sur la théorie des représentations. Voici un cas très par- 
ticulier et bien connu de la règle de Littlewood-Richardson, voir |I8 



pour le cas général. On rappelle que, pour À G _X7, V(À) désigne le 
module simple de plus haut poids À pour le groupe G v défini sur Qg. 

Lemme 10.2. Soient /i G M et X G X\. 

1. Si /J, est minuscule, alors 

V(ijl)®V{\)= V(À + v). 
u+xexi 

2. Si fi est quasi-minuscule, alors 

V(ji)®V(\)= V(X + v)® V(X). 



Démonstration. Ceci est bien connu, voir par exemple [14], Lemma 5A.9] 



ou || 4.2.1] pour le point 1) et 3.7-3.8] pour le point 2). 

En utilisant le modèle des chemins de Littelmann fÏ8 |, on peut aussi 
argumenter comme suit. D'après loc. cit., le G v -module V(X) admet 
une base paramétrée par certains chemins. En particulier, pour /i mi- 
nuscule, V(/jl) admet une base {v p } w ew/Wu °ùp WM est le chemin défini 
par 

Pwfiit) = twfi, pour tout < t < 1; 

le poids de v Pwpt étant p Wfl (l) = w/i. 

Pour /i = 7 V quasi- minuscule, V(fj) admet une base 

où pour toute racine simple a G A 7 , p a est le chemin 

-ta y pour tout < t < 1/2; 

{t - l)a v pour tout 1/2 < t < 1; 



Pa(t) 



le poids de v Pa étant p a (l) = 0. 

D'après loc. cit., V(p) <S> V(X) est la somme directe des V(X + x(l))> 
où x parcourt l'ensemble des chemins dans V(p) tels que le translaté 
À + x([0, 1]) soit entièrement contenu dans la chambre dominante. Pour 
les chemins p Wfl , cela équivaut à la condition À + wjj, G X+. Pour les 
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chemins p a avec a G A 7 , cela équivaut à la condition À + |a v G X+. 
□ 

Il résulte de ce lemme que V(X) est un facteur direct d'un produit 
tensoriel V(p,±) <S> ■ • • <%> V(p n ) si et seulement s'il existe un //.-chemin 
dominant allant de à À. Il suffit donc de démontrer le lemme suivant. 

Lemme 10.3. Pour tout À G XY, V(À) est facteur direct d'un produit 
tensoriel de la forme V(fii) Cg) • • • ® V(fjL n ) avec pi, . . . p n G M. 

Démonstration. Démontrons d'abord que la représentation 

Pm:G^ JJ End F (^) 

est fidèle. D'abord, il est bien connu, et facile de voir, que pour tout £ G 
XY_, le sous-groupe de X v = Hom(T v ,G m ) engendré par les poids de 
V(£) est le sous-groupe engendré par Q v et £. D'autre part, on déduit 
de H Chap.VI, Ex. 2. 5], que M contient un système de représentants 
de X v /Q v . Il en résulte que la restriction de pu au tore maximal T v 
est fidèle, et donc que pu est fidèle. 

On en déduit que l'homomorphisme d'algèbres 

Sym(Q)V(p) ®V(p)*) -> Q e [G^ 

où Q4G V ] désigne l'algèbre des fonctions régulières sur G v , est surjectif. 
D'après le théorème de Peter- Weyl, tout module V(À) intervient comme 
facteur direct de l'algèbre Q^[G V ], d'où le lemme. □ 

11. Fin des démonstrations 

On conserve les notations de la section 9. En particulier, soient 
A G XY_, v G fl(A) et p, = (/ii, . . . , p n ) une suite d'éléments de M telle 
que ^4a soit un facteur direct de A^ * ■ ■ ■ * A^ n (cf. Proposition 9.6). 

Preuve du théorème 3.1. Compte-tenu des hypothèses ci-dessus, pour 
démontrer 3.1, il suffit de démontrer que le complexe 

Rr c (s I/ ,.A A41 *---*AJ 

est concentré en degré 2(p, v) et que l'endomorphisme de Frobenius 
Fr 9 agit dans Kc \S V , A^ * ■ ■ ■ * A^) comme la multiplication par 
q(p,v) _ D'après le théorème de changement de base pour un morphisme 
propre, on a 

RV C (S U ,A^ * • • ■ * A, n ) = RT c (m~l(S„ n Q^.,), IC(Q M .)). 
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Rappelons qu'on a la stratification 

m^(S v nQ M )= |J S u , n Q M . 

1^.1=1/ 

et, d'après le lemme 9.1, on a un isomorphisme 

5,. n Q M . = (S U1 n Q M1 ) x • • • x (s^ n Q M J, 

où i/, = (!/!,..., z/ n ). De plus, cet isomorphisme est induit par l'isomor- 
phisme provenant de la locale trivialité 

(zu^L<°Ge n Q M1 ) x • • • x (zu^L<°Ge n Q^J 
(zu^L <0 Ge n Q M1 ) x • • • x (^L <0 Geo n Q M J 

si bien qu'on a 

n 

RT C (S U . n Q M .,IC(Q M .)) = 0RT c (^ n Q^A»). 

i=i 

L'assertion à démontrer résulte maintenant de 5.2 et de 8.4. □ 

Preuve du théorème 3.2. Rappelons que le cas plus facile v — A a 
été démontré dans la discussion qui suit le lemme 5.2. On démontre 
maintenant le cas plus difficile v ^ A. 

La suite //. a été choisie de sorte que la multiplicité de A\ dans 
la décomposition 9.4 : 

£<A»iH 

est non nulle. On déduit de cette décomposition l'égalité 

RT c (S u ,A^*---*A^®h*£^ 
RT C (S U , ® ® V* . 

Ç<MlH hMn 

Du fait que V^ m ^ et que A 7^ z/, pour démontrer que 

Rr c (^,A®^^) = ° 

il suffit de démontrer que la flèche facteur direct 

KT c (S v ,Av®h*£i,)®V£ 
-> Rr c (^, *4 M1 * • • • * „4 Mn <g> h*C^) 

est un quasi-isomorphisme. 

Or, d'après la discussion qui suit le lemme 5.2, on sait que 

BT C (S V , A u ® h*C*) ® V£ = V£[-2{p, is)](-(p, v)). 
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Il suffit par conséquent de démontrer que pour i ^ 2(p, u), on a 
R j c {S u ,A fll *---*A^ 1 ®h*£ iJ ) = 
et que pour i = 2(p, z/), on a 

dim(V£) > dim(^(^, A,* * ■ ■ ■ * A^ <g> /i*^)). 
Rappelons qu'on a la stratification 

|f»|=w 

et que chaque point 

(yi, . . . , y n ) G S Um n Q M . 

s'écrit de manière unique sous la forme 

yi = x x w Vl e Q 

y n = x x w Ul ... x n w Un e 

avec Xi G L <Ui U tels que X{UJ Ui eo G Q w . Pour a G X v , notons /i CT : 
L£7 — > G a le morphisme défini par h a (x) = h(w a xw~ a ) ainsi que ses 
restriction aux L <U U et S u . Il est clair que 

h(y n ) = h(xx) + K x {x 2 ) H h h an ^(x n ). 

Joint à l'argument de locale trivialité déjà utilisé dans la preuve de 3.1, 
on obtient l'égalité 

Rr c ((Su.nQ fi .),lC(Q lu )®h*jC^) 

Lemme 11.1. Si a ^ a/ors on a 

RT C (S V , A\ <g> = 0. 

Démonstration. Soit a G A une racine simple telle que (a, a) soit 
strictement négatif. Le sous-groupe G a = Ï7 a) _{ a)0 .\_i est alors contenu 
dans L-°U, donc agit de manière équivariante sur le couple (S U ,A\). 
Or, la restriction de h a à ce sous-groupe induit l'identité de G a . Il suffit 
maintenant d'appliquer |23|, lemme 3.3]. □ 

On en déduit l'annulation 

BTc{(S v . n Q M .),IC(Q M .) <g> /i*^) = 

pour les suites i/. dont au moins une des sommes partielles o~i n'est pas 
dominante. 

Soit maintenant v, une suite avec ui G ft(fii) telle que toutes les 
sommes partielles — v\ + ■ • • + Vi sont dominantes. On dira qu'un 
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/z.-chemin est de type u m s'il a pour sommets 0, ai, . . . , a n . Observons 
que la condition (a, a) > 1 apparaissant dans le lemme 8.4 équivaut à 
la condition que a v /2 + o soit dominant. 

En mettant ensemble les lemmes 5.3 et 8.4, on arrive à l'assertion 
suivante. Pour « ^ 2{p,^), on a 

et pour i = 2{p, v), on a 

dim(H* c (^. n Q M .,IC(Q M .) <g> /i*/^)) 
= |{/z.-chemins dominants de type z/.}|. 

Par ailleurs, compte tenu de 9.4 et de 9.5, on a l'inégalité 

dim(VJ # ) > |{/i.-chemins dominants allant de à 

La démonstration du théorème 3.2 est terminée. □ 
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